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Exercice 1
1) 1.a) C’est du cours : si (Uk)k≥1 on sait que la suite de v.a. Yk = − log(1−Uk)
suit une loi exponentielle de paramètre 1.
1.b) On pose Σn = 1[0,1/2] ◦ Uk.
2) Soit Wk une suite de v.a. i.i.d. suivant une loi uniforme sur [0, 1] et posons
Uk = W3k−2, , Σk = W3k−1, Vk = W3k. Chacune des suites Vk, Uk est i.i.d
et suit une loi uniforme sur [0, 1] et la suite U1, Σ1, V1, . . . , Un, Σn, Vn, . . . est
indépendante. Si on note f(x) = − log(x), on sait alors d’après un théorème
du cours que la suite f(U1), Σ1, V1, . . . , f(Un), Σn, Vn, . . . est indépendante, ce
qui est ce que l’on voulait démontrer.
3) 3.a) Puisque les v.a Vk et Yk sont indépendantes (Vk, Yk) admet pour
densité 1[0,1](v)1(0,∞(y)e−y.
3.b) Si on note E = {(v, y) ∈ [0, 1]× [0,∞) : v ≤ e−(y−1)2/2} on a

P(Ak) =

∫
E

e−ydvdy

=

∫ ∞

0

(∫ exp(−(y−1)2/2)

0

1dv

)
e−ydy

=

∫ ∞

0

e−(y−1)2/2e−ydy

=(e/2)
√

2π

De même, si on note EI = {(v, y) ∈ [0, 1]× I : v ≤ e−(y−1)2/2}

P(Ak, Yk ∈ I) =

∫
EI

e−ydvdy

=

∫
I∩[0,∞)

(∫ exp(−(y−1)2/2)

0

1dv

)
e−ydy

=

∫
I∩[0,∞)

e−(y−1)2/2e−ydy

=e

∫
I∩[0,∞)

e−y2/2dy

=e

∫
I∩[0,∞)

e−y2/2dy



3.c) Il est facile de voir que ν1 est une v.a (cf. cours). On a P(ν1 = n) =
P(Bn) = (1−P(A1)

n−1P(A1) puisque les événements Ai sont indépendants.
La v.a ν1 suit donc une loi géométrique de paramètre α = e

√
π/2.

3.d) Soit I = (a, b) un intervalle. Calculons P(X1 ∈ I). Introduisons pour
cela l’événement Ak = {Y1 /∈ I, . . . , Yk−1 /∈ I, Yk ∈ I} et écrivons

P(X1 ∈ I) =
∞∑

n=1

P(X1 ∈ I, ν1 = n) (1)

=
∞∑

k=1

P(Bn(I)) (2)

=
∞∑

k=1

(1− α)n−1e

∫
I∩[0,∞)

e−y2/2dy (3)

=
1

α
e

∫
I∩[0,∞)

e−y2/2dy (4)

=

∫
I

1(0,∞)
e−y2/2√

π/2
dy (5)

Ceci démontre l’assertion relative à X1. Des calculs précédents, il est clair
que X1 et Σ1 sont indépendantes et donc

P(Z1 ∈ I) = P(X1 ∈ I ∪ −I)

= (1/2)P(X1 ∈ I) + (1/2)P(X1 ∈ −I)

= (1/2)

∫
I

1(0,∞)
e−y2/2√

π/2
dy + (1/2)

∫
−I

1(0,∞)
e−y2/2√

π/2
dy

=

∫
I

e−y2/2

√
2π

dy

ce qui démontre que Z1 suit une loi normale centrée réduite.
4) On procède comme dans le cours : on pose

νr := inf{k ≥ 1+νr−1 : Vk ≤ exp(−(Yk−1)2/2)}, Xr = Yνr , Zr = Σr ·Xr.

Exercice 2 D’après la loi des grands nombres et la formule de transfert, si U
suit une loi uniforme sur [0, π)] (f = sin(cos x)) Sn/n = (1/n)(f(U1) + · · ·+
f(Un)) converge p.s vers E(f(U)) = (1/π)

∫ π

0
f(U)du = (1/π)I(f). D’après le

TCL, si on pose σ2 = Var(f(U)) la v.a. (
√

n/σ)(Sn/n−(I(f)/π) converge en
loi vers une loi normale centrée réduite. Notons que σ2 = (1/π)

∫ π

0
f 2(u)du−



(I(f)/π)2. Utilisant le fait que sin x ≤ 1 pour 0 ≤ x ≤ π/2 on trouve σ2 ≤ 1.
On a donc pour n grand

P(|(Sn/n)− (I(f)/π)| ≥ 2σ√
n

) ≈ 0.05

On trouve n de l’ordre de σ2104 ≤ 104.

Exercice 3
1) Il est facile de voir qu’il n’y a qu’une seule classe ; tous les états sont donc
récurrents puisque la chaîne est finie.
2) Puisque l’état 1 est récurrent, il est vrai qu’avec probabilité 1 la chaîne se
trouvera infiniment souvent dans l’état 1.
3) Il est facile de voir que tous les coefficients de P 2 sont strictement positifs :
la matrice P est apériodique.
4) En conséquence, il existe une unique loi stationnaire µ telle que µ = µP .On
doit avoir

2µ1 = µ1 + µ3

2µ2 = µ1 + µ2

2µ3 = µ2 + µ3

On trouve donc µ1 = µ2 = µ3 = 1/3.
5) D’après le Théorème ergodique An/n converge vers 1/3.
6) Il suffit d’introduire une chaîne de Markov dont les états sont ij i, j ∈
{1, 2, 3}.


